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CHAPTER 1 : REVISION
! ลํ าดับของจ ํานวนจริง คือ ฟงกชันจาก N ไป R หรือ จาก Nk ไป R

โดยที่ N = เซตของจ ํานวนนับ = {1, 2, 3, ...}
Nk = เซตของจ ํานวนนับ k ตัวแรก = {1, 2, 3, ..., k}
R = เซตของจ ํานวนจริง

ถา f : N → R เราจะเรียก f วาเปน ลํ าดับอนันต
ถา f : Nk → R เราจะเรียก f วาเปน ลํ าดับจ ํากัด

! ลํ าดับเลขคณิต (Arithmetic Sequence, Arithmetic Progression)
! ลํ าดับจ ํากัด a1, a2, ..., ak เปนลํ าดับเลขคณิต ก็ตอเม่ือ

an+1 - an = d (คาคงตัว) เมื่อ n = 1, 2, ..., k-1
! ลํ าดับอนันต a1, a2, a3, ... an, ... เปนลํ าดับเลขคณิต ก็ตอเม่ือ

an+1 - an = d (คาคงตัว) เมื่อ n = 1, 2, 3, ...
คาคงตัว d เรียกวา ผลตางรวมของลํ าดับเลขคณิต (common difference)
! ถา an แทนพจนทั่วไปของลํ าดับเลขคณิต แลว จะไดวา

an = a1 + (n-1)d
เมื่อ n = 1, 2, 3, ... โดยที่ a1 แทนพจนแรก และ d แทนผลตางรวม

! ถา a, b, c เปนลํ าดับเลขคณิต แลว จะเรียก b วาเปน ตัวกลางเลขคณิต
ของ a และ c

b = a c+

2
! ถา a, b1, b2, ..., bn, c เปนลํ าดับเลขคณิต แลว จะเรียก b1, b2, ... bn วาเปน

ตัวกลางเลขคณิต n จํ านวน ระหวาง a และ c
! ลํ าดับเรขาคณิต (Geometric Sequence, Geometric Progression)

! ลํ าดับจ ํากัด a1, a2, ..., ak เปน ลํ าดับเรขาคณิต ก็ตอเม่ือ
a

a
n

n

+1  = r (คาคงตัว) เมื่อ n = 1, 2, ..., k-1

! ลํ าดับอนันต a1, a2, ..., an, ... เปนลํ าดับเรขาคณิต
a

a
n

n

+1  = r (คาคงตัว) เมื่อ n = 1, 2, 3, ...

คาคงตัว r เรียกวา อัตราสวนรวม ของลํ าดับเรขาคณิต (common ratio)
! พจนทั่วไปของลํ าดับเรขาคณิต คือ an = a1rn-1 เมื่อ a1 0≠  และ r ≠ 0

! ถา a, b, c เปนลํ าดับเรขาคณิต จะเรียก b วาเปน ตัวกลางเรขาคณิต ของ a
และ c
a และ c จะตองเปนบวกทั้งคู หรือ ลบทั้งคู ดังนั้น ac > 0

b = ± ac

! ถา a, b1, b2, ..., bn, c เปนลํ าดับเรขาคณิตแลว จะเรียก b1, b2, ..., bn วาเปน
ตัวกลางเรขาคณิต n จํ านวน ระหวาง a และ c

! ลํ าดับ Harmonic (Harmonic Sequence, Harmonic Progression)
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ai เปนลํ าดับ Harmonic ก็ตอเม่ือ 1

ai

 เปนลํ าดับเลขคณิต

! Limit ของลํ าดับ
! ลิมิตของลํ าดับ หมายถึง จํ านวนเพียงจํ านวนเดียวเทานั้น ซ่ึงลํ าดับอนันต

นั้นมีพจน an พุงเขาหา หรือ เขาใกล หรือ เทากับจ ํานวนน้ัน เมื่อ n มีคา
มากข้ึนอยางไมมีท่ีส้ินสุด ( )n → ∞

! ลํ าดับอนันตที่มีลิมิตของล ําดับ เรียกวา ลํ าดับคอนเวอรเจนต
(Convergent)
" มีลํ าดับเลขคณิตบางล ําดับเปนลํ าดับคอนเวอรเจนต

เชน d = 0 (a1 เปนเทาใดก็ได)
! ลํ าดับอนันตที่ไมมีลิมิตของลํ าดับ เรียกวา ลํ าดับไดเวอรเจนต

(Divergent)
" ลํ าดับไดเวอรเจนต ไมจ ําเปนที่ an+1 > an

เชน ลํ าดับกวัดแกวง (-1)n

" ลํ าดับเลขคณิตทุกลํ าดับเปนลํ าดับไดเวอรเจนต ยก
เวน a, a, a, ... (d = 0)

" ถา c เปนคาคงตัว และ f(n) เปน นิพจนของ n โดยที่ f(n) มีคามากอยาง
ไมมีท่ีส้ินสุด หรือ นอยอยางไมมีท่ีส้ินสุด ในขณะที ่n →∞

( ) ( )( )−∞=∞=
∞→∞→

nfnf
nn
limlim or   แลว

lim
( )n

c

f n→∞
 = 0

" ถา an = c เมื่อ c เปนคาคงตัว แลว
ลํ าดับ an จะเปนลํ าดับคอนเวอรเจน และ lim

n
na

→∞
 = c

" ถา an และ bn เปนลํ าดับคอนเวอรเจนต ซ่ึง lim
n

na
→∞

 = A และ lim
n

nb
→∞

 = B
และ c เปนคาคงตัวแลว
" ลํ าดับ can จะเปนลํ าดับคอนเวอรเจนต และ

lim
n

nca
→∞

 = c lim
n

na
→∞

 = cA
" ถา ⊗  แทน + − ×, ,

ลํ าดับ an ⊗  bn จะเปนลํ าดับคอนเวอรเจนต และ
( )lim

n
n na b

→∞
⊗  = lim

n
na

→∞
 ⊗  lim

n
nb

→∞
 = A ⊗  B

เมื่อ
" ถา B ≠ 0

ลํ าดับ a

b
n

n

 จะเปนลํ าดับคอนเวอรเจนต และ

lim
n

n

n

a

b→∞
 = A

B
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" กํ าหนด an = f n

g n

( )

( )
 โดยที่ f(n) และ g(n) เปน นิพจนที่อยูในรูปผลบวก

หรือผลตางของพจน nk เมื่อ k เปนจ ํานวนจริงบวก หรือ ศูนย
ให p = เลขช้ีกํ าลังสูงสุดของ n ใน f(n)

q = เลขช้ีกํ าลังสูงสุดของ n ใน g(n)
" ถา p =q แลว

ลํ าดับ an เปนลํ าดับคอนเวอรเจนต และ

lim
n

na
→∞

 = qn

pn

 ของ ส.ป.ส.
 ของ ส.ป.ส.

" ถา p < q แลว
ลํ าดับ an เปนลํ าดับคอนเวอรเจนต และ
lim
n

na
→∞

 = 0
" ถา p > q แลว

ลํ าดับ an เปนลํ าดับไดเวอรเจนต
! อนุกรม เปนประโยคที่อยูในรูปการบวกของพจนทุกพจนในลํ าดับหนึ่ง

! อนุกรมที่เปนการบวกของพจนทุกพจนในล ําดับจ ํากัด เรียกวา อนุกรม
จํ ากัด
" อนุกรมจ ํากัดสามารถหาผลบวกไดเสมอ

! อนุกรมที่เปนการบวกของพจนทุกพจนในล ําดับอนันต เรียกวา อนุกรม
อนันต
" อนุกรมอนันตบางอนุกรมหาผลบวกได และ บางอนุกรม หา

ผลบวกไมได
" k

n n

k

n
=

+
∑
=

( )1

21

k
n n n

k

n 2

1

1 2

6=
∑ =

+ +( )( )

k
n n

k

n 3
2

1

1

2
=

+





∑

=

( )

( )2 1
1

2k n
k

n
−∑ =

=

! ผลบวกของ n พจนแรกของอนุกรม หมายถึง ผลบวกต้ังแต พจนที่ 1 ถึง
พจนที่ n
เขียนแทนดวย Sn = a1 + a2 + ... + an

" a1 = s1
" an = Sn - Sn-1 เมื่อ n = 2, 3, 4, ...

! อนุกรมคอนเวอรเจนต หมายถึง อนุกรมอนันตที ่ lim
n

nS
→∞

 หาคาได
" อนุกรมคอนเวอรเจนต เปนอนุกรมที่หาผลบวกได และ ผล

บวกของอนุกรม = lim
n

nS
→∞
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! อนุกรมไดเวอรเจนต หมายถึง อนุกรมที่ไมเปนอนุกรมคอนเวอร
เจนต กลาวคือ lim

n
nS

→∞
 หาคาไมได

! อนุกรมเลขคณิต หมายถึง อนุกรมท่ีเกิดจากลํ าดับเลขคณิต

" [ ] [ ]S
n

a a
n

a n dn n= + = + −
2 2

2 11 1 ( )

" lim
n

nS
→∞

 หาคาได ก็ตอเม่ือ a1 = 0 และ d = 0
" อนุกรมเลขคณิต เปนอนุกรมคอนเวอรเจนตก็ตอเมื่อ a1 = 0 และ d1 = 0

ซ่ึง ผลบวก = lim
n

nS
→∞

 = 0

! อนุกรมเรขาคณิต หมายถึง อนุกรมท่ีเกิดจากลํ าดับเรขาคณิต

" S
na r

a
r

r
rn

n=
=

⋅
−

−
≠







1

1

1
1

1
1

;

;

" อนุกรมเรขาคณิต จะเปน อนุกรมคอนเวอรเจนต ก็ตอเม่ือ -1 < r < 1 และ
lim
n

nS
→∞

 = ผลบวก = a

r
1

1−
" ถา a1 + a2 + a3 + ... + an + ... เปนอนุกรมคอนเวอรเจนต แลว

ลํ าดับ a1, a2, a3, ..., an, ... จะเปนลํ าดับคอนเวอรเจนต และ lim
n

na
→∞

= 0
" ถาลํ าดับ a1, a2, a3, ..., an มี lim

n
na

→∞
≠  0 แลว

อนุกรม a1 + a2 + a3 + ... + an + ... เปนอนุกรมไดเวอรเจนต
" ถาลํ าดับ a1, a2, a3, ..., an มี lim

n
na

→∞
 = 0 แลว

ยังสรุปไมไดวา อนุกรม a1 + a2 + a3 + ... + an + ... เปน อนุกรมไดเวอรเจนต หรือ
อนุกรมคอนเวอรเจนต

! อนุกรม-พี หมายถึง อนุกรมที่อยูในรูป 1

1 np
n=

∞
∑

" ถา p > 1 แลว อนุกรม 1

1 np
n=

∞
∑  เปนอนุกรมคอนเวอรเจนต

" ถา p ≤ 1 แลว อนุกรม 1

1 np
n=

∞
∑  เปนอนุกรมไดเวอรเจนต

" Ratio Test : กํ าหนดอนุกรม an
n=

∞
∑

1
 ซึ่งเปนอนุกรมที่มีเครื่องหมายบวก (+) และ

(-) สลับกันทีละพจน และ an ≠ 0  สํ าหรับทุก n และ lim
n

n

n

a

a
k

→∞

+ =1

" ถา k < 1 อนุกรมนี้จะเปนอนุกรมคอนเวอรเจนต
" ถา k > 1 อนุกรมนี้เปนอนุกรมไดเวอรเจนต
" ถา k = 1 แลว การตรวจสอบดวยวิธีน้ีใชไมได

" Comparison Test : กํ าหนดอนุกรม an
n=

∞
∑

1
 เปนอนุกรมที่มีพจนไมเปนลบ

" ถา bk
k=

∞
∑

1
 เปนอนุกรมคอนเวอรเจนตที่มีพจนไมเปนลบ และ มีจํ านวน

เต็มบวก M ซึ่งท ําให ak ≤  bk สํ าหรับทุก k > M แลว
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an
n=

∞
∑

1
 เปนอนุกรมคอนเวอรเจนต

" ถา ck
k=

∞
∑

1
 เปนอนุกรมไดเวอรเจนที่มีพจนไมเปนลบ และ มีจํ านวนเตม็

บวก M ซึ่งท ําให ck ≤  ak สํ าหรับทุก k > M แลว
an

n=

∞
∑

1
 เปนอนุกรมไดเวอรเจนต


